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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych
W przestrzeniach unormowanych

Przestrzenie unitarne

Niech X i Y beda przestrzeniami unitarnymi (rzeczywistymi lub
zespolonymi). Méwimy, ze odwzorowanie T: X — Y zachowuje
ortogonalnosc jesli

Vx,ye X xly = T(x)LT(y). (1)
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych
W przestrzeniach unormowanych

Przestrzenie unitarne

Niech X i Y beda przestrzeniami unitarnymi (rzeczywistymi lub
zespolonymi). Méwimy, ze odwzorowanie T: X — Y zachowuje
ortogonalnosc jesli

Vx,ye X xly = T(x)LT(y). (1)

W dalszych rozwazaniach ograniczamy sie do odwzorowan
liniowych.

J. Chmielifski O zachowywaniu ortogonalnosci



Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych

W przestrzeniach unormowanych

Twierdzenie

Dla niezerowego odwzorowania liniowego T : X — Y nastepujace
warunki sg réwnowazne:

(i) T zachowuje ortogonalnosc;
(ii)) Iy >0Vxe X: || T(X)| =7lx|;
(i) 38>0Vx,y € X: (T(x)|T(y)) = B (x]y).
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnos¢ / ach unitarnych
W przestrzeniach unormowanych

Przestrzenie unormowane

Niech X bedzie przestrzenia unormowana (nad ciatem K liczb
rzeczywistych lub zespolonych).
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych
W przestrzeniach unormowanych

Przestrzenie unormowane

Niech X bedzie przestrzenia unormowana (nad ciatem K liczb
rzeczywistych lub zespolonych).

@ Ortogonalno$¢ Jamesa (isosceles orthogonality)

xLy <= |x+yll=Ilx-vyl
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych
W przestrzeniach unormowanych

Przestrzenie unormowane

Niech X bedzie przestrzenia unormowana (nad ciatem K liczb
rzeczywistych lub zespolonych).

@ Ortogonalno$¢ Jamesa (isosceles orthogonality)

xLy <= |x+yll=Ilx-vyl
e Ortogonalno$¢ Birkhoffa (Birkhoffa-Jamesa):

xlgy <= VaeK: |x+ay||>|x]-
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych
W przestrzeniach unormowanych

Semi-iloczyn skalarny

@ G. Lumer, Semi—inner—product spaces, Trans. Amer. Math. Soc.
100 (1961), 29-43.

@ J.R. Giles, Classes of semi—inner—product spaces, Trans. Amer.
Math. Soc. 129 (1967), 436-446.

@ S.S. Dragomir, Semi-Inner Products and Applications, Nova Science
Publishers, Inc., Hauppauge, NY, 2004.
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych
W przestrzeniach unormowanych

Semi-iloczyn skalarny

@ G. Lumer, Semi—inner—product spaces, Trans. Amer. Math. Soc.
100 (1961), 29-43.

@ J.R. Giles, Classes of semi—inner—product spaces, Trans. Amer.
Math. Soc. 129 (1967), 436-446.

@ S.S. Dragomir, Semi-Inner Products and Applications, Nova Science
Publishers, Inc., Hauppauge, NY, 2004.

Dla dowolnej przestrzeni unormowanej X mozna okresli¢
funkcjonat [-|-] : X x X — K spetniajacy nastepujace wtasnosci:
(s1) [N+ py|z] = N[x|z2] + plylz], x,y,z€e X, \,neK;
(s2) [x|Ay] = A[xly], x,y € X, A €K;

(s3) [Ixyll < [Ix[[-lIyll, x,y € X;

(s4) [x|x] = ||x]|?, x € X.
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych
W przestrzeniach unormowanych

Semi-iloczyn skalarny

@ G. Lumer, Semi—inner—product spaces, Trans. Amer. Math. Soc.
100 (1961), 29-43.

@ J.R. Giles, Classes of semi—inner—product spaces, Trans. Amer.
Math. Soc. 129 (1967), 436-446.

@ S.S. Dragomir, Semi-Inner Products and Applications, Nova Science
Publishers, Inc., Hauppauge, NY, 2004.

Dla dowolnej przestrzeni unormowanej X mozna okresli¢

funkcjonat [-|-] : X x X — K spetniajacy nastepujace wtasnosci:

(s1) M+ pylz] = Mxlz]l + plylz], xy,ze X, A pek;

(s2) [x|Ay] = A[xly], x,y € X, A €K;

(s3) [Ixlyl I < [Ix[l-llyll, x,y € X;

(s4) [x|x] = ||x]|?, x € X. |
Odwzorowanie [-|-] nazywamy semi—iloczynem skalarnym w 3 @
(unormowanej) przestrzeni X. e
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé V ach unitarnych

W przestrzeniach unormowanych

Dla danej normy moze istnie¢ wiele réznych semi-iloczynéw
skalarnych. Jedyno$¢ jest réwnowazna z gtadkoscig przestrzeni.
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé V ach unitarnych

W przestrzeniach unormowanych

Dla danej normy moze istnie¢ wiele réznych semi-iloczynéw
skalarnych. Jedyno$¢ jest réwnowazna z gtadkoscig przestrzeni.
Jesli X jest przestrzenig unitarna, to jedynym semi-iloczynem
skalarnym jest oczywiscie sam iloczyn skalarny.
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnos¢ / ach unitarnych

W przestrzeniach unormowanych

Dla danej normy moze istnie¢ wiele réznych semi-iloczynéw
skalarnych. Jedyno$¢ jest réwnowazna z gtadkoscig przestrzeni.
Jesli X jest przestrzenig unitarna, to jedynym semi-iloczynem
skalarnym jest oczywiscie sam iloczyn skalarny.

@ semi—ortogonalno$é

xLly &= [y|x]=0.
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych

W przestrzeniach unormowanych

Dla danej normy moze istnie¢ wiele réznych semi-iloczynéw
skalarnych. Jedyno$¢ jest réwnowazna z gtadkoscig przestrzeni.
Jesli X jest przestrzenig unitarna, to jedynym semi-iloczynem
skalarnym jest oczywiscie sam iloczyn skalarny.

@ semi—ortogonalno$é
xLly &= [y|x]=0.

Dla przestrzeni unitarnych mamy Ly = 1,= 1 (= L; dla
przestrzeni rzeczywistych).
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych

W przestrzeniach unormowanych

Dla danej normy moze istnie¢ wiele réznych semi-iloczynéw
skalarnych. Jedyno$¢ jest réwnowazna z gtadkoscig przestrzeni.
Jesli X jest przestrzenig unitarna, to jedynym semi-iloczynem
skalarnym jest oczywiscie sam iloczyn skalarny.

@ semi—ortogonalno$é
xLly &= [y|x]=0.

Dla przestrzeni unitarnych mamy Ly = 1,= 1 (= L; dla
przestrzeni rzeczywistych).

Wiadomo tez, ze gdy przestrzen X jest gtadka, to 1Lz = 1,. Z
kolei réwnos¢ L; = Ly (a nawet kazda z inkluzji 1, C Ly i
1; D 1g) zachodzi tylko w przestrzeni unitarnej.
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych

W przestrzeniach unormowanych

Inne mozliwe do rozwazania relacje ortogonalnosci to
ortogonalno$¢ Pitagorasa

xLey & Ix+ylP =X+ Iyl
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé V ach unitarnych

W przestrzeniach unormowanych

Inne mozliwe do rozwazania relacje ortogonalnosci to
ortogonalno$¢ Pitagorasa

xLey & |x+yl?=IxI?+ llyl?
Robertsa

xlgy & VAeER: ||x+Ay|| =|x— Ay,
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych

W przestrzeniach unormowanych

Inne mozliwe do rozwazania relacje ortogonalnosci to
ortogonalno$¢ Pitagorasa

xLey & x4yl = IxI7 + Iyl
Robertsa
xlgy & VAER: |x+ Ny =Ix—= My,
p-ortogonalnos¢
xLoy & di(xy)+ol(xy)=0,
gdzie

a2 — l1xI2
di(x,y) = lim P+ i x,y € X, teR.

5 & ) ’
t—)Oi 2 t . @
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych
W przestrzeniach unormowanych

Ortogonalno$¢ Jamesa

Twierdzenie

Niech X i Y beda przestrzeniami unormowanymi. Dla niezerowego
operatora liniowego f : X — Y nastepujace warunki sa
réwnowazne:

(a) Vx,y e X xLy = fxLfy,
(b) Iy >0Vxe X ||| =~|x]-
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych
W przestrzeniach unormowanych

Ortogonalno$¢ Jamesa

Twierdzenie

Niech X i Y beda przestrzeniami unormowanymi. Dla niezerowego
operatora liniowego f : X — Y nastepujace warunki sa
réwnowazne:

(a) Vx,y e X xLy = fxLfy,
(b) Iy >0Vxe X ||| =~|x]-

Dowéd: Dla dowodu implikacji (a)=- (b) zauwazmy, ze (a) jest
réwnowazne z warunkiem Vx,y € X, ||x|| = |ly|l = ||| = ||fy]|-
Niech ~ := ||f(v)|| dla dowolnego wektora ||u|| = 1. Wéwczas dla
dowolnego x 0 mamy [[£(x)]| = [IF( i) Ix]| = ~Ix].
Przypadek x = 0 jest trywialny.
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych
W przestrzeniach unormowanych

Ortogonalno$¢ Jamesa

Twierdzenie

Niech X i Y beda przestrzeniami unormowanymi. Dla niezerowego
operatora liniowego f : X — Y nastepujace warunki sa
réwnowazne:

(a) Vx,y e X xLy = fxLfy,
(b) Iy >0Vxe X ||| =~|x]-

Dowéd: Dla dowodu implikacji (a)=- (b) zauwazmy, ze (a) jest

réwnowazne z warunkiem Vx,y € X, ||x|| = |ly|l = ||| = ||fy]|-

Niech ~ := ||f(v)|| dla dowolnego wektora ||u|| = 1. Wéwczas dla

dowolnego x 7 0 mamy [|f(x)|[ = (I ()l Ix[I = ~[IxI[-

Przypadek x = 0 jest trywialny. -

Implikacja (b) = (a) jest oczywista. @
O
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych
W przestrzeniach unormowanych

Semi-ortogonalno$é

@ D. Koehler, P. Rosenthal, On isometries of normed linear
spaces, Studia Math. 36 (1970), 213-216.

Operator liniowy f: X — X jest izometrig wtedy i tylko wtedy, gdy
zachowuje pewien semi—iloczyn skalarny.
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych
W przestrzeniach unormowanych

Semi-ortogonalno$é

@ D. Koehler, P. Rosenthal, On isometries of normed linear
spaces, Studia Math. 36 (1970), 213-216.

Operator liniowy f: X — X jest izometrig wtedy i tylko wtedy, gdy
zachowuje pewien semi—iloczyn skalarny.

Twierdzenie

Niech X,Y — przestrzenie unormowane, f : X — Y — operator
liniowy. Wéwczas dla pewnego v > 0

Il = ~ylixll,  x € X,

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja semi-iloczyny skalarne [-|-]y i
[-|-]y odpowiednio w X i Y (ten sam, gdy X = Y') takie, ze

&

[&I5]y = [xlylx, xyeX. (2)
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych

W przestrzeniach unormowanych

Dowéd: Zatézmy, ze X i Y s3a réznymi przestrzeniami
unormowanymi.
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych

W przestrzeniach unormowanych

Dowéd: Zatézmy, ze X i Y s3a réznymi przestrzeniami
unormowanymi. Ustalmy dowolny semi-iloczyn skalarny [-|-], w Y.
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnos¢ ach unitarnych

W przestrzeniach unormowanych

Dowéd: Zatézmy, ze X i Y s3a réznymi przestrzeniami
unormowanymi. Ustalmy dowolny semi-iloczyn skalarny [-|-], w Y.

Wéwczas )
[x]ylx ZZ?[?‘X\fy]y, x,yeX

jest semi-iloczynem skalarnym w X i takim, ze (2) zachodzi.
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych

W przestrzeniach unormowanych

Dowéd: Zatézmy, ze X i Y s3a réznymi przestrzeniami
unormowanymi. Ustalmy dowolny semi-iloczyn skalarny [-|-], w Y.
Woéwczas

1
Myl = BBy, xyeX

jest semi-iloczynem skalarnym w X i takim, ze (2) zachodzi. Gdy
X =Y inormy s3 te same réwno$¢ [-|-]x = [|-]y moze nie
zachodzi¢ (chyba, ze X jest gtadka). W tym przypadku stosujemy
dowdd Koehlera i Rosenthala (z pewnymi modyfikacjami
dotyczacymi ).
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych

W przestrzeniach unormowanych

Dowéd: Zatézmy, ze X i Y s3a réznymi przestrzeniami
unormowanymi. Ustalmy dowolny semi-iloczyn skalarny [-|-], w Y.
Woéwczas

1
Myl = BBy, xyeX

jest semi-iloczynem skalarnym w X i takim, ze (2) zachodzi. Gdy
X =Y inormy s3 te same réwno$¢ [-|-]x = [|-]y moze nie
zachodzi¢ (chyba, ze X jest gtadka). W tym przypadku stosujemy
dowdd Koehlera i Rosenthala (z pewnymi modyfikacjami
dotyczacymi 7). Dowdd w druga strone jest trywialny. O
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych
W przestrzeniach unormowanych

Ortogonalnos¢ Birkhoffa

o A. Koldobsky, Operators preserving orthogonality are
isometries, Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect. A 123 (1993),
835-837.

@ A. Blanco, A. Turnsek, On maps that preserve orthogonality
in normed spaces, Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect. A 136
(2006), 709-716.
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych
W przestrzeniach unormowanych

Ortogonalnos¢ Birkhoffa

o A. Koldobsky, Operators preserving orthogonality are
isometries, Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect. A 123 (1993),
835-837.

@ A. Blanco, A. Turnsek, On maps that preserve orthogonality
in normed spaces, Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect. A 136
(2006), 709-716.

Twierdzenie

Niech X i Y beda (rzeczywistymi lub zespolonymi) przestrzeniami
unormowanymi, i niech f : X — Y bedzie operatorem
liniowym.Wowczas

XJ—By = fXJ—ny, X,yGX, (3)

wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego v > 0,

x|| = 7|x||, x € X.
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych

W przestrzeniach unormowanych

Twierdzenie

Niech X i Y beda przestrzeniami unormowanymi i niech
f : X — Y bedzie linowym odwzorowaniem takim, ze dla pewnych
semi-iloczynéw skalarnych [-|-] i [-|-]y odpowiednio w X i Y,

xLly = fxL,fy, x,y € X. (4)

Woéweczas, dla pewnego v > 0,

||| = ~l|x]|, x € X.

®
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych

W przestrzeniach unormowanych

Twierdzenie

Niech X i Y beda przestrzeniami unormowanymi i niech
f : X — Y bedzie linowym odwzorowaniem takim, ze dla pewnych
semi-iloczynéw skalarnych [-|-] i [-|-]y odpowiednio w X i Y,

xLly = fxL,fy, x,y € X. (4)

Woéweczas, dla pewnego v > 0,

||| = ~l|x]|, x € X.

Odwrotna implikacja wynika z wczedniejszego twierdzenia.

®
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W prz ach unitarnych

W przestrzeniach unormowanych

Twierdzenie

Niech X i'Y beda przestrzeniami unormowanymi. Dla operatora
liniowego f : X — Y nastepujace warunki sa rownowazne:
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W prz ach unitarnych

W przestrzeniach unormowanych

Twierdzenie

Niech X i'Y beda przestrzeniami unormowanymi. Dla operatora
liniowego f : X — Y nastepujace warunki sa rownowazne:

(a) 3y >0Vxe X ||| =~|x|.
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych

W przestrzeniach unormowanych

Twierdzenie

Niech X i'Y beda przestrzeniami unormowanymi. Dla operatora
liniowego f : X — Y nastepujace warunki sa rownowazne:

(a) 3y >0Vxe X ||| =~|x|.
(b) 3v>0Vx,y e X [i|fy]ly =vI[x|ylxs
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych

W przestrzeniach unormowanych

Twierdzenie

Niech X i'Y beda przestrzeniami unormowanymi. Dla operatora
liniowego f : X — Y nastepujace warunki sa rownowazne:

(a) 3y >0Vxe X ||| =~|x|.
(b) 3vy>0Vx,y € X [fx|fy]ly =7 [xlylx;
(c) Vx,y e X xl,y = L.y,
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych

W przestrzeniach unormowanych

Twierdzenie

Niech X i'Y beda przestrzeniami unormowanymi. Dla operatora
liniowego f : X — Y nastepujace warunki sa rownowazne:

(a) Iy >0Vxe X || =~lx]:
(b) Iy >0Vx,y € X [fx|fy]ly =7 [xIylx,

)
(c) Vx,y e X xl,y = L.y,
(d) Vx,y e X xlpy = fxLlgfy;
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych

W przestrzeniach unormowanych

Twierdzenie

Niech X i'Y beda przestrzeniami unormowanymi. Dla operatora
liniowego f : X — Y nastepujace warunki sa rownowazne:

(a) Iy >0Vxe X || =~lx]:
(b) Iy >0Vx,y € X [fx|fy]ly =7 [xIylx,

)
(c) Vx,y e X xl,y = L.y,
(d) Vx,y e X xlpy = fxLlgfy;
(e) Vx,y e X xliy = fxLfy.
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych

W przestrzeniach unormowanych

Twierdzenie

Niech X i'Y beda przestrzeniami unormowanymi. Dla operatora
liniowego f : X — Y nastepujace warunki sa rownowazne:

(a) Iy >0Vxe X || =~lx]:
(b) Iy >0Vx,y € X [fx|fy]ly =7 [xIylx,

)
(c) Vx,y e X xl,y = L.y,
(d) Vx,y e X xlpy = fxLlgfy;
(e) Vx,y e X xliy = fxLfy.

v

Warunki (b) i (c¢) nalezy rozumie¢ w ten sposéb, ze zachodza one z
pewnymi semi-iloczynami skalarnymi [-|-] i [-|-]y odpowiednio w

XiY (ajesli X =Y, to z pewnym jednym semi-iloczynem
skalarnym w tej przestrzeni). ; @
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé V ach unitarnych
W przestrzeniach unormowanych

Zauwazmy, ze w szczegélnosci, wtasnosci zachowywania przez
odwzorowanie liniowe ortogonalnosci Birkhoffa-Jamesa, Jamesa i
semi-ortogonalnosci sa réwnowazne, chociaz same relacje 1 g, L i
L nie s3 generalnie réwnowazne.
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W przestrzeniach unormowanych

Zauwazmy, ze w szczegélnosci, wtasnosci zachowywania przez
odwzorowanie liniowe ortogonalnosci Birkhoffa-Jamesa, Jamesa i
semi-ortogonalnosci sa réwnowazne, chociaz same relacje 1 g, L i
L nie s3 generalnie réwnowazne.

Uwaga

Sa jednak takie relacje ortogonalnosci i takie operatory liniowe,
ktére je zachowuja, ale nie s3 podobieristwami.
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Odwzorowania zachowujace ortogonalnosé W przestrzeniach unitarnych
W przestrzeniach unormowanych

Zauwazmy, ze w szczegélnosci, wtasnosci zachowywania przez
odwzorowanie liniowe ortogonalnosci Birkhoffa-Jamesa, Jamesa i
semi-ortogonalnosci sa réwnowazne, chociaz same relacje 1 g, L i
L nie s3 generalnie réwnowazne.

Uwaga

Sa jednak takie relacje ortogonalnosci i takie operatory liniowe,
ktore je zachowuja, ale nie sa podobienstwami. Np. ortogonalnos¢
Singera:

X
xLsy & [l Iyl =0 fub H”X”+

IIyIIH ‘IIXII HyIIH
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W przestrzeniach unitarnych
Przyblizone zachowywanie ortogonalnodci i stabilnosé W przestrzeniach unormowanych

Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢
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W przestrzeniach unitarnych
Przyblizone zachowywanie ortogonalnodci i stabilnosé W przestrzeniach unormowanych

Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢

o J. Chmielinski, Linear mappings approximately preserving
orthogonality, J. Math. Anal. Appl. 304 (2005), 158-169.

J. Chmielifski O zachowywaniu ortogonalnosci



W przestrzeniach unitarnych
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢

o J. Chmielinski, Linear mappings approximately preserving
orthogonality, J. Math. Anal. Appl. 304 (2005), 158-169.

Dla € € [0, 1) definiujemy przyblizona ortogonalnosé¢
(e-ortogonalno$¢) wektordw u i v:

ullv & [{ulv) | <ellull[v]

(norma po prawej stronie pochodzi od iloczynu skalarnego).
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢

o J. Chmielinski, Linear mappings approximately preserving
orthogonality, J. Math. Anal. Appl. 304 (2005), 158-169.

Dla € € [0, 1) definiujemy przyblizona ortogonalnosé¢
(e-ortogonalno$¢) wektordw u i v:

ullv & [{ulv) | <ellull[v]

(norma po prawej stronie pochodzi od iloczynu skalarnego).
Powiemy, ze f: X — Y jest odwzorowaniem w przyblizeniu
zachowujacym ortogonalnos¢ jesli spetnia ono warunek:

Vx,y € X: xLly = f(x)Lf(y) (5) N
z pewnym ¢ € [0,1). 3 @
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnodci i stabilnosé W przestrzeniach unormowanych

Przyktad
Dla dowolnego ¢ € (0,1), funkcja f: R> — R? dana wzorem

f(x1, %) = (V1—exi, %)

Jest liniowym rozwigzaniem (5), a nie jest odwzorowaniem
(doktadnie) zachowujacym ortogonalnosc.
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Twierdzenie

Niech 0 # f: X — Y bedzie liniowym odwzorowaniem
spetniajacym (5).

1)
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Twierdzenie

Niech 0 # f: X — Y bedzie liniowym odwzorowaniem
spetniajacym (5). Wowczas f jest injektywne i ciagte oraz, z pewna
stata v > 0, spetnia nieréwnos¢:

[KFONE(y)) — v XIy) | < @min{y[Ix|[ Iy [l £ G W)Y x,y6€
4e ( )
+e

dzie € =
gdzie £ = 7
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Twierdzenie

Niech 0 # f: X — Y bedzie liniowym odwzorowaniem
spetniajacym (5). Wowczas f jest injektywne i ciagte oraz, z pewna
stata v > 0, spetnia nieréwnos¢:

[(FOIF(y)) — v (xIyd| < Emin{y x| lyll, IF OO X(y6)€
4e

gdzie € = T Na odwrét, jesli f: X — Y spetnia (6), to

+ e

If(x +y) = FO) = FI < 2V (Xl + llyID » X,y€>(<:)
7
IF() = Al <2veyy Il xe X, AeK (8)

oraz

xly = f(x)Lf(y) i f(x)Lf(y)=xLy daxyelX.

J. Chmielifski O zachowywaniu ortogonalnosci

X



W przestrzeniach unitarnych

Przyblizone zachowywanie ortogonalnodci i stabilnosé W przestrzeniach unormowanych

Twierdzenie

Niech X,Y beda przestrzeniami Hilberta i niech f: X — Y bedzie
liniowym odwzorowaniem zachowujacym w e-przyblizony sposéb
ortogonalnos¢. Wdwczas istnieje liniowe odwzorowanie zachowujace
ortogonalnos¢ T: X — Y takie, ze

If =TI < e-min{||£]], [ T} (9)

v
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnodci i stabilnosé W przestrzeniach unormowanych

Twierdzenie

Niech X,Y beda przestrzeniami Hilberta i niech f: X — Y bedzie
liniowym odwzorowaniem zachowujacym w e-przyblizony sposéb
ortogonalnos¢. Wdwczas istnieje liniowe odwzorowanie zachowujace
ortogonalnos¢ T: X — Y takie, ze

If =TI < e-min{||£]], [ T} (9)

v

o J. Chmielinski, Stability of the orthogonality preserving
property in finite-dimensional inner product spaces, J. Math.
Anal. Appl. 318 (2006), 433-443.

@ A. Turn3ek, On mappings approximately preserving
orthogonality, J. Math. Anal. Appl. 336 (2007), 625-631.
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Uogdlnienie — moduty Hilberta

o D. lligevi¢, A. Turnsek, Approximately orthogonality preserving
mappings on C*-modules, J. Math. Anal. Appl. 341 (2008),
298-308.

J. Chmielifski O zachowywaniu ortogonalnosci



W przestrzeniach unitarnych
Przyblizone zachowywanie ortogonalnodci i stabilnosé W przestrzeniach unormowanych

Uogdlnienie — moduty Hilberta

o D. lligevi¢, A. Turnsek, Approximately orthogonality preserving
mappings on C*-modules, J. Math. Anal. Appl. 341 (2008),
298-308.

Odwzorowania liniowe zachowujace ortogonalno$é¢ w C*-modutach.
Analogiczne wyniki opisujace takie odwzorowania.

®
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Uogdlnienie — moduty Hilberta

o D. lligevi¢, A. Turnsek, Approximately orthogonality preserving
mappings on C*-modules, J. Math. Anal. Appl. 341 (2008),
298-308.

Odwzorowania liniowe zachowujace ortogonalno$é¢ w C*-modutach.
Analogiczne wyniki opisujace takie odwzorowania.

Stabilnos¢ jak dla przestrzeni unitarnych przy pewnych
dodatkowych zatozeniach (dla pewnych szczegdlnych algebr C*,
nad ktérymi rozwazane s3 moduty).
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Przyblizona ortogonalnos$¢ w przestrzeniach unormowanych

— ortogonalno$¢ Jamesa

o J. Chmielinski, P. Wéjcik Isosceles-orthogonality preserving
property and its stability, Nonlinear Anal. 72 (2010),
1445-1453.
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Przyblizona ortogonalnos$¢ w przestrzeniach unormowanych

— ortogonalno$¢ Jamesa

o J. Chmielinski, P. Wéjcik Isosceles-orthogonality preserving
property and its stability, Nonlinear Anal. 72 (2010),
1445-1453.

Zatézmy, ze X jest rzeczywista przestrzenia unormowana.
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Przyblizona ortogonalnos$¢ w przestrzeniach unormowanych

— ortogonalno$¢ Jamesa

o J. Chmielinski, P. Wéjcik Isosceles-orthogonality preserving
property and its stability, Nonlinear Anal. 72 (2010),
1445-1453.

Zatézmy, ze X jest rzeczywista przestrzenia unormowana.
Niech ¢ € [0,1), x,y € X; definiujemy:

J. Chmielifski O zachowywaniu ortogonalnosci



W przestrzeniach unitarnych
Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Przyblizona ortogonalnos$¢ w przestrzeniach unormowanych

— ortogonalno$¢ Jamesa

o J. Chmielinski, P. Wéjcik Isosceles-orthogonality preserving
property and its stability, Nonlinear Anal. 72 (2010),
1445-1453.

Zatézmy, ze X jest rzeczywista przestrzenia unormowana.
Niech ¢ € [0,1), x,y € X; definiujemy:

—€ 1+¢
— < < —
o lx =yl < llx vl < T lix -y

= |lx+yl=lix =yl <elix+yll +[x =yl

x Ly <=
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Przyblizona ortogonalnos$¢ w przestrzeniach unormowanych

— ortogonalno$¢ Jamesa

o J. Chmielinski, P. Wéjcik Isosceles-orthogonality preserving
property and its stability, Nonlinear Anal. 72 (2010),
1445-1453.

Zatézmy, ze X jest rzeczywista przestrzenia unormowana.
Niech ¢ € [0,1), x,y € X; definiujemy:

—€ 1+¢
— < < —
o lx =yl < llx vl < T lix -y

= |lx+yl=lix =yl <elix+yll +[x =yl

x Ly <=

oraz

x Ly = |+l = lIx = yI2| < gelxll iyl )
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Przyblizona ortogonalnos$¢ w przestrzeniach unormowanych

— ortogonalno$¢ Jamesa

o J. Chmielinski, P. Wéjcik Isosceles-orthogonality preserving
property and its stability, Nonlinear Anal. 72 (2010),
1445-1453.

Zatézmy, ze X jest rzeczywista przestrzenia unormowana.
Niech ¢ € [0,1), x,y € X; definiujemy:

—€ 1+¢
— < < —
o lx =yl < llx vl < T lix -y

= |lx+yl=lix =yl <elix+yll +[x =yl

x Ly <=

oraz
x Ly = |+l = lIx = yI2| < gelxll iyl )

Dla € = 0 w obu przypadkach dostajemy i-ortogonalnosc.
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

tatwo pokazaé, ze pierwsza definicja jest stabsza niz druga, tzn.
dla dowolnego ¢ € [0,1)

xLy = xSy, x,y € X,

ale nie na odwrét.
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

tatwo pokazaé, ze pierwsza definicja jest stabsza niz druga, tzn.
dla dowolnego ¢ € [0,1)

XJ_&;y - XEJ-i.yﬂ X?.yeX?
ale nie na odwrét.

Jesdli norma pochodzi od iloczynu skalarnego, mamy

9

W(HXHZ + llylI?)-

XLy < |[{xly)[ <

oraz
xLy = [y [ <elx|lyll < xLy
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Przyktad

Niech X — przestrzeri unitarna, x € X \ {0} i y = Ax dla A > 0.
Woéwczas

] A
X+ yIE ~ 142

| Xly) |

[l I
Zatem dla dowolnych x # 0 i€ € [0,1) istnieje \ takie, ze x°L;\x
podczas gdy x15\x nie zachodzi dla zadnego ¢ € [0,1).

— 0 (przy A — o0)

oraz

=1 dla dowolnego M.
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Odwzorowania zachowujace w przyblizeniu ortogonalno$é

Jamesa

xLy = f(x)Lf(y), x,yeX (10)
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Odwzorowania zachowujace w przyblizeniu ortogonalno$é

Jamesa

xLy = f(x)Lf(y), x,yeX (10)
Niech f: X — Y bedzie liniowe i ciggte. Definiujemy:

1]l = sup{lIAxl = [Ix]] = 1} = inf{M >0 [[#]| < M[]x]|, x € X};

[F] == inf{[| &l : x| =1} = sup{M > 0: [|&]| > M]lx], x € X}.
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Twierdzenie

Niech e € [0,1), f: X — Y — niezerowe, liniowe. Wéwczas
nastepujace warunki sa réwnowazne:
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Twierdzenie

Niech e € [0,1), f: X — Y — niezerowe, liniowe. Wéwczas
nastepujace warunki sa réwnowazne:

o xLiy = f(x)Lif(y), x,y € X;
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Twierdzenie

Niech e € [0,1), f: X — Y — niezerowe, liniowe. Wéwczas
nastepujace warunki sa réwnowazne:

° XJ_iy = f(x)Lif(y), x,y € X;
S < I < LX), xe X

1+z—:
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Twierdzenie

Niech e € [0,1), f: X — Y — niezerowe, liniowe. Wéwczas
nastepujace warunki sa réwnowazne:

o xLiy = f(x)Lif(y), x,y € X;
T < Il < 2L X, xe X;
o IToIIxll < x|l < A lIxll,  xeX,
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Twierdzenie

Niech e € [0,1), f: X — Y — niezerowe, liniowe. Wéwczas
nastepujace warunki sa réwnowazne:

o xLiy = f(x)Lif(y), x,y € X;
T < Il < 2L X, xe X;
o IToIIxll < x|l < A lIxll,  xeX,
o |If|l < FE[f];
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Twierdzenie

Niech e € [0,1), f: X — Y — niezerowe, liniowe. Wéwczas
nastepujace warunki sa réwnowazne:

° XJ_ly = f(x)Lif(y), x,y € X;
S < I < LX), xe X
Eqyxll,  xeX, vel[lfl,IIfl];

° 1+z—:

o Zelxll < lifxl <
11l < ££EIF);
1Byl < ZEIf X, X,y € X.
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Stabilno$é izometrii

Przez e-izometrie (¢ € [0,1)) rozumiemy tu odwzorowanie liniowe
f: X — Y spetniajace

LB = DIxITT < ellxll, — xeX.
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Stabilno$é izometrii

Przez e-izometrie (¢ € [0,1)) rozumiemy tu odwzorowanie liniowe
f: X — Y spetniajace

LB = DIxITT < ellxll, — xeX.

Stawiamy nastepujacy problem: Czy dla danej pary przestrzeni
unormowanych (X, Y) istnieje odwzorowanie ¢: [0,1) — R
spetniajace warunek lim._0 () = 0 i takie, ze dla kazdej liniowe;j
e-izometrii f: X — Y (z 0 < e < 1) istnieje liniowa izometria
[: X — Y taka, ze

I =11l < ()7
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Stabilno$é izometrii

Przez e-izometrie (¢ € [0,1)) rozumiemy tu odwzorowanie liniowe
f: X — Y spetniajace

LB = DIxITT < ellxll, — xeX.

Stawiamy nastepujacy problem: Czy dla danej pary przestrzeni
unormowanych (X, Y) istnieje odwzorowanie ¢: [0,1) — R
spetniajace warunek lim._0 () = 0 i takie, ze dla kazdej liniowe;j
e-izometrii f: X — Y (z 0 < e < 1) istnieje liniowa izometria
[: X — Y taka, ze

I =11l < ()7

Przez A oznaczamy klase wszystkich par przestrzeni
unormowanych, dla ktérych powyzszy problem ma pozytywne e
rozwigzanie. 3 @
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Mozemy tez rozwazaé szersza klase B wszystkich par przestrzeni
unormowanych (X, Y), dla ktérych zachodzi nastepujaca wtasnos¢:
Dla dowolnego § > 0 istnieje € > 0 takie, ze dla kazdej liniowej
e-izometrii f: X — Y istnigje liniowa izometria /: X — Y taka, ze

If— 1] < 6.
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Mozemy tez rozwazaé szersza klase B wszystkich par przestrzeni
unormowanych (X, Y), dla ktérych zachodzi nastepujaca wtasnos¢:
Dla dowolnego § > 0 istnieje € > 0 takie, ze dla kazdej liniowej
e-izometrii f: X — Y istnigje liniowa izometria /: X — Y taka, ze

If— 1] < 6.

Oczywiscie 2 C 9. Réwnosci generalnie nie ma. Ale gdy X =Y
mamy (X, X) € A <= (X, X) € B.
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Jedli wymiar X jest wiekszy niz wymiar Y, to para (X, Y) nalezy
do klasy 2 gdyz nie ma wéwczas liniowych e-izometrii. Ponadto,
kazda para (X, Y') skonczenie wymiarowych przestrzeni
unormowanych nalezy do B (zwartos¢ kul).
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Jedli wymiar X jest wiekszy niz wymiar Y, to para (X, Y) nalezy
do klasy 2 gdyz nie ma wéwczas liniowych e-izometrii. Ponadto,
kazda para (X, Y') skonczenie wymiarowych przestrzeni
unormowanych nalezy do B (zwartos¢ kul).

Przyktad

Rozwazmy R? z normami || - ||1 i || - ||2:

Ixll = bal+ bl lixllz = y/xf +58,  x=(x1,%) €R%

ig)
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Jedli wymiar X jest wiekszy niz wymiar Y, to para (X, Y) nalezy
do klasy 2 gdyz nie ma wéwczas liniowych e-izometrii. Ponadto,
kazda para (X, Y') skonczenie wymiarowych przestrzeni
unormowanych nalezy do B (zwartos¢ kul).

Przyktad
Rozwazmy R? z normami || - ||1 i || - ||2:

Ixll = bal+ bl lixllz = y/xf +58,  x=(x1,%) €R%
Wéwczas dla X = (R?,|| - ||1), Y = (R?,|| - ||2) oraz f = id mamy
2|x[ly < [Ix]l2 < [Ix[l1 dla x € R? a zatem, z & := 1 — Y2

27

(1 =a)lixlls < lifxlla <X +&)lIx]l,  xe X.
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Jedli wymiar X jest wiekszy niz wymiar Y, to para (X, Y) nalezy
do klasy 2 gdyz nie ma wéwczas liniowych e-izometrii. Ponadto,
kazda para (X, Y') skonczenie wymiarowych przestrzeni
unormowanych nalezy do B (zwartos¢ kul).

Przyktad
Rozwazmy R? z normami || - ||1 i || - ||2:

Ixll = bal+ bl lixllz = y/xf +58,  x=(x1,%) €R%
Wéwczas dla X = (R?,|| - ||1), Y = (R?,|| - ||2) oraz f = id mamy
Y2|x[l < [Ix]l2 < |Ix[l1 dla x € R? a zatem, z e := 1 — %2,

(1 =a)lixlls < lifxlla <X +&)lIx]l,  xe X.

Istnieje wiec liniowa e-izometria f : X — Y ktérej nie mozna
aproksymowac izometriag gdyz nie ma takiej pomiedzy X i Y.
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W przestrzeniach unitarnych
W przestrzeniach unormowanych

Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢

Udowodniono, ze dla przestrzeni Hilberta H para (H,H) nalezy do
A z §(¢) = e. Wykazano réwniez, ze (m, m),(c, ¢), (co, ) € 2.
Jednak generalnie, para przestrzeni unormowanych (X, Y') nie musi
naleze¢ do B; ani gdy X i Y s3 réznymi przestrzeniami, ani (co
jest trudniejsze do wykazania) w przypadku X =Y.
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W przestrzeniach unitarnych
Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Stabilnos¢ odwzorowan zachowujacych ortogonalnosé w
sensie Jamesa

Stwierdzenie

Niech X i Y beda przestrzeniami unormowanymi i niech

g : X — Y bedzie liniowym odwzorowaniem zachowujacym
i-ortogonalnos¢. Niech f : X — Y bedzie liniowe i takie, ze (z
pewnym ¢ € [0, 1)) zachodzi

If —gll < ellgll- (11)

Woéwczas f spetnia (10).

®
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Twierdzenie

X, Y — przestrzenie unormowane takie, ze (X,Y) € 2 (z
odpowiednio okreslonym odwzorowaniem 0).
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Twierdzenie

X, Y — przestrzenie unormowane takie, ze (X,Y) € 2 (z
odpowiednio okreslonym odwzorowaniem §). Niech ¢ € [0,1) i
f: X — Y — liniowe odwzorowanie spetniajace (10).
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Twierdzenie

X, Y — przestrzenie unormowane takie, ze (X,Y) € 2 (z
odpowiednio okreslonym odwzorowaniem §). Niech ¢ € [0,1) i
f: X — Y — liniowe odwzorowanie spetniajace (10). Wéwczas
istnieje odwzorowanie liniowe g: X — Y zachowujace
i-ortogonalnosc takie, ze

If —gll < () - min{[I 1], [lg]]}-

®
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Twierdzenie

X, Y — przestrzenie unormowane takie, ze (X,Y) € 2 (z
odpowiednio okreslonym odwzorowaniem §). Niech ¢ € [0,1) i
f: X — Y — liniowe odwzorowanie spetniajace (10). Wowczas
istnieje odwzorowanie liniowe g: X — Y zachowujace
i-ortogonalnosc takie, ze

If — gl < é(e) - min{|| 7], [|g]]}-

Twierdzenie

X, Y — przestrzenie unormowane takie, ze (X,Y) € B. Wdwczas
dla dowolnego § > 0 istnieje € > 0 takie, ze dla dowolnego
odwzorowania liniowego f: X — Y spetniajacego (10) istnieje
liniowe odwzorowanie g: X — Y zachowujace i-ortogonalnosc i
takie, ze :
) )P ;
If —gll < d-min{||f],[lg]]}- B
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Twierdzenie

Jesli dla pewnej pary rzeczywistych przestrzeni unormowanych
(X,Y) mozna wykazac stabilnos¢ wiasnosci zachowywania
i~ortogonalnosci w sensie jednego z dwéch powyzszych twierdzen,
to — odpowiednio — (X, Y) € 2 lub (X,Y) € B.
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Przyktad (V. Protasov
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Przyktad (V. Protasov)

Niech o = (), oy bedzie rosnacym ciagiem liczb dodatnich
takich, ze 3°2° (1 — a?) < 1 (stad oy ' 1).
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Przyktad (V. Protasov)

Niech o = (), oy bedzie rosnacym ciagiem liczb dodatnich
takich, ze 3°2° (1 — a?) < 1 (stad a ' 1). W przestrzeni
Hilberta /%> wprowadZmy réwnowazna norme

X1 X2
Xl = sup § lIxllzs | =] | =],
a2
i oznaczmy symbolem H,, przestrzeh 1% z norma | - ||a.
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Przyktad (V. Protasov)

Niech o = (), oy bedzie rosnacym ciagiem liczb dodatnich
takich, ze 3°2° (1 — a?) < 1 (stad a ' 1). W przestrzeni
Hilberta /%> wprowadZmy réwnowazna norme

i oznaczmy symbolem H,, przestrzef /> z norma || - ||lo. Dla k € N,
definiujemy operator liniowy Ay zadajac go na bazie:

X1

X0
I 2= sup { Il | 22|22

)

a2

Ak(ek) = €k+1, Ak(ek+1) = el Ak(ej) = €, dlaj € N\{k, k—l—l}.
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Niech dy := aik — L (6, \L0 przy k — o0). Mozna pokazaé, ze

Ok+1

[Ax]lo =[xl | < Okllxllas X € Ha (12)
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Niech dy := aik — L (6, \L0 przy k — o0). Mozna pokazaé, ze

Ok+1
[ [[Akxlla = lIxlla| < dkllxlla;  x € Ha. (12)
a stad, ze Ak spetnia (10) z e = ¢4 := 1fk5k (a wiec g \, 0 gdy

k — o0).
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Niech &, == X — —1— (5, \, 0 przy k — 00). Mozna pokaza¢, ze

Qg Ok+1

[Ax]lo =[xl | < Okllxllas X € Ha (12)

a stad, ze Ak spetnia (10) z e = ¢4 := 1fk5k (a wiec g \, 0 gdy
k — o0).

Ustalmy 0 < 6 < 1 i zatézmy, ze teza twierdzenia 12 jest
prawdziwa dla H,. Wéwczas dla odpowiednio duzego k (tak, aby
ek byto odpowiednio mate) powinna istnie¢ liniowa izometria

l: Hy, — H, i stata v, > 0 takie, ze:

1A = Yilkllo < Sllvkdklla = Ovk- (13)

J. Chmielifski O zachowywaniu ortogonalnosci



W przestrzeniach unitarnych

Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Mozna pokazaé, ze kazda liniowa izometria /: H, — H, musi by¢
postac /(e;) = te;, i € N. A zatem dla dowolnego v > 0 mamy

A = la = cug1ll|(Ax — v eks1lla = rsillen = verrilla

1
= apprsup{llec £ vexrtlp,0,...,0,—, ——0,...}
O g1

k1
= max{aki1y/1+ 3, a: Y=

V
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Mozna pokazaé, ze kazda liniowa izometria /: H, — H, musi by¢
postac /(e;) = te;, i € N. A zatem dla dowolnego v > 0 mamy

Ak = vlla = akrall(A = v)exs1lla = akrillex £ vexsalla
1
= aprsup{llex £ verlle,0,...,0,—, ——.0,...}
Qg O41

Q
= max{aki1y/1+ 3, azl,'y} > 7.

A wiec ||Ax — Yklklla = vk co przeczy (13) (gdyz 0 < 1).
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Inne ortogonalnosci

Niech € € [0,1).

Nastepujaca definicja przyblizonej ortogonalnosci Birkhoffa—Jamesa
wprowadzona zostata (dla przestrzeni unormowanych) przez S.S.
Dragomira.

XJE_By & VAeK: |Ix+ Ayl > (1 —¢)|x|. (14)
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Inne ortogonalnosci

Niech € € [0,1).

Nastepujaca definicja przyblizonej ortogonalnosci Birkhoffa—Jamesa
wprowadzona zostata (dla przestrzeni unormowanych) przez S.S.
Dragomira.

XJE_By & VAeK: |Ix+ Ayl > (1 —¢)|x|. (14)

Dla przestrzeni unitarnych x Lgy < x 10y gdzie § := V(2 —¢e)e.
Aby ta réwnowazno$¢ zachodzita z § = €, mozna rozwazy¢

nastepujaca modyfikacje wzoru (14):
x5y & VIeK: ||x+ My = V1 —¢e?|x]. (15)

®
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Inne ortogonalnosci

Niech € € [0,1).

Nastepujaca definicja przyblizonej ortogonalnosci Birkhoffa—Jamesa
wprowadzona zostata (dla przestrzeni unormowanych) przez S.S.
Dragomira.

XJE_By & VAeK: |Ix+ Ayl > (1 —¢)|x|. (14)

Dla przestrzeni unitarnych x Lgy < x 10y gdzie § := V(2 —¢e)e.
Aby ta réwnowazno$¢ zachodzita z § = €, mozna rozwazy¢

nastepujaca modyfikacje wzoru (14):
x5y & VIeK: ||x+ My = V1 —¢e?|x]. (15)

Inng definicje przyblizonej ortogonalnosci Birkhoffa (na ogét nie
rébwnowaznej z (15)) podana zostata przez autora. ——
x15y & VAEK: x4+ My|? > [|x|> = 2¢|x] Ayl (16) U2
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Dla ustalonego semi—iloczynu skalarnego mozna zdefiniowaé
przyblizona semi-ortogonalnosc¢ (e-semi—orthogonalnos¢):

xEy =[x <elx]l-llyl, (17)

s
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Dla ustalonego semi—iloczynu skalarnego mozna zdefiniowaé
przyblizona semi-ortogonalnosc¢ (e-semi—orthogonalnos¢):
xLy & [y <elx]-lyl, (17)

s

Jedli rozwazana przestrzen jest unitarna (norma pochodzi od
iloczynu skalarnego) to 15 = 15, = 15, = L°.
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Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Dla ustalonego semi—iloczynu skalarnego mozna zdefiniowaé
przyblizona semi-ortogonalnosc¢ (e-semi—orthogonalnos¢):

xEy =[x <elx]l-llyl, (17)

s

Jedli rozwazana przestrzen jest unitarna (norma pochodzi od
iloczynu skalarnego) to 15 = 15, = 15, = L°.
Jedli X jest przestrzenig unormowana gfadka, to 15, = L°.
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W przestrzeniach unitarnych
Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ W przestrzeniach unormowanych

Zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ dla innych

ortogonalnosci
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W przestrzeniach unormowanych

Przyblizone zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢

Zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ dla innych

ortogonalnosci

P. Wojcik: Dla ortogonalnosci Birkoffa, Pitagorasa,
semi-ortogonalnosci, p-ortogonalnosci, ... mozna wykazaé
stabilno$¢ wtasnosci zachowywania ortogonalnosci przez
odwzorowania liniowe w przypadku przestrzeni skonczenie
wymiarowych.
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Zachowywanie ortogonalnosci i stabilnos¢ dla innych

ortogonalnosci

P. Wojcik: Dla ortogonalnosci Birkoffa, Pitagorasa,
semi-ortogonalnosci, p-ortogonalnosci, ... mozna wykazaé
stabilno$¢ wtasnosci zachowywania ortogonalnosci przez
odwzorowania liniowe w przypadku przestrzeni skonczenie
wymiarowych. Na ogdt, mozna tez pokazad, ze w nieskonczenie
wymiarowych przestrzeniach tej stabilnosci moze nie by¢.
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